Algebra

11-12. évtolyam

Szerkesztette:
Hraské Andrés, Kiss Géza,
Pataki Janos, Szoldatics Jézsef

2022. oktober 9.



Technikai munkak
(MatKéonyv project, TEX programozas, PHP programozds, térdelés...)

Dénes Balazs, Gréosz Déaniel, Hraské Andraés,
Kall6 Bernat, Szabd Péter, Szoldatics Jézsef

Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnézium
1082 Budapest, Horvah Mihay tér 8.
http://matek.fazekas.hu/

2005 /2020



Tartalomjegyzék

Feladatok 3
1. Komplex szdmok . . . . . . . . L e 3
1.1. A harmadfoku egyenlet megoldasa Tartaglia szerint . . . . . . .. ... ... ... 3
1.2. A komplex szamok aritmetikdja . . . . . . .. ..o L o oo 4

A képzetes egység . . . . L. e 4
Abszolutérték és argumentum . . . . ... Lo Lo 4

1.3. A harmadfokud egyenlet geometridja . . . . . . . . .. ... L. 6
1.4. Egységgyokok . . . . . . oL 7
1.5. Magasabbfoki polinomok geometridja . . . . . . .. . ... ... oL 8

2. Lianearis algebra . . . . . . .. oL 9
3. Vegyes feladatok . . . . . . . 11
Segitség, utmutatas 13
1. Komplex szamok . . . . . . . .. Lo 13
2. Lianearis algebra . . . . . . .. Lo 13
3. Vegyes feladatok . . . . . . . . L 13
Megoldasok 15
1. Komplex szdmok . . . . . . . . L e 15
2. Lianearis algebra . . . . . . .. L e 16
3. Vegyes feladatok . . . . . . .. 16
Alkalmazott roviditések 19
Koényvek neveinek roviditései . . . . . .. Lo 19
Segitség és megoldas jelzése . . . . . . .. L 19
Hivatkozds jelzése . . . . . . . . . e 19
Irodalomjegyzék 21






1. FEJEZET
Komplex szamok

A matematika torténetében a komplex szamok felfedezését megelézte a harmadfoki egyenlet
megolddképletének megtalaldsa. Az olyan harmadfoki egyenletek esetében, amelyeknek egy valds
gyoke van, a Cardano-képletben pozitiv szambél kell gyokot vonni, és ez elvezet az egyenlet
egyetlen valés megoldasahoz. Az olyan harmadfoki egyenletek esetében azonban, amelyeknek
harom valés gyoke is van, ugyanott egy negativ szdmbol kellene gyckoét vonni. Ez az eset — a
,casus irreducibilis” — jelentette a kiindulépontot a komplex szamok felfedezéséhez. Az 1.1-1.4
feladatokban Tartaglia eredeti gondolatmenetéhez némileg hasonlé eljarassal allitjuk el bizonyos
harmadfoku egyenletek egy-egy valds gyokét. Az 1.5 feladat felvillant egy lehetOséget a casus
irreducibilis felolddsara a komplex szamok bevezetése nélkiil.

A [3], [2], [5] miiveket ajanljuk a torténet irant mélyebben érdeklédSknek.

Ajanlott versenyfeladatok: Zarub.8.10, Zarub.8.11, Zarub.8.13, Zarub.9.1, Zarub.9.2, Zarub.10.10.

1.1. A harmadfokua egyenlet megoldasa Tartaglia szerint

1.1. A mellékelt dbran egy v x v X v méretii kockat latunk, amelynek bal fels§ hatsé sarkaban
egy = X x X x méretil kis kocka van. A 1. 4bran lathat6 tovabbi vagasok 4 tovabbi részre vagjak
a nagy kockat, amelyek egyike szintén kocka. Hatarozzuk meg a négy rész éleit és térfogatat!

X u

! za

1.1.1. bra.

b) A 1. édbra és Tartaglia aldbbi verse (forditotta Pataki Janos) segitségével adjuk meg a bl),

b2) egyenletek egy-egy valés megoldasat!
Ha majd a kockat és az egytagot
Léatod a puszta szammal egybetenni,
Két 1j szamod kivonva légyen ennyi.
Ez igy kevés. Kell még egyharmadot
Egytag szamrészébdl kockara venni:
J6, ha szdmaid szorozva ezt kapod.
Két szdmodat mar ha veszed kockaul,
S egynek oldalat maséval csorbitod,
Mi rejtve volt eddig, elédbe tarul.



1 fejezet. Komplex szamok 1.2. A komplex szamok aritmetikdja

bl) 23 + 122 = 63 b2) 23 + 18z = 19.

1.2. (M) Az 1.1. feladat alapjan készitsiink megoldéképletet az 3 + pz + ¢ = 0 alaki egyen-
letekhez! Igazoljuk, hogy a képlet tetszdleges elGjelii p, ¢ valds szamok esetén megadja a har-
madfoki egyenlet egy valds megoldasat, ha (%)2 + (%)3 >0

1.3. (MS) Vezessiik vissza az y° + 3y — 3y — 14 = 0 egyenletet az 1.2. feladatban l4tott tipusra
és keressiik meg egy valés megoldasat!

1.4. (M) Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket az 1.1-1.2. feladatokban latott médszerrel! Abré-
zoljuk a bal oldalon taldlhaté6 harmadfoku fliggvények grafikonjat a Geogebra programmal és
olvassuk le a kozelit6 megoldast. Vessiik 6ssze az eredményeket! Megtalaltuk-e az Gsszes valds
gyokot ?

a)2°+3z—-4=0 b) 23— 122 +16 =0 c) 3 — 19z + 30 = 0.

1.5. (M) a) Irjuk fel az addicids tétel alkalmazéséval a cos 3z kifejezést cos z polinomjaként !

b) Az a)-ban nyert képlet alkalmazésédval oldjuk meg az alabbi harmadfoku egyenleteket!
bl) 42% — 3z =1 b2) 32y3 — 6y = —1 b3*) 23 — 192 + 30 = 0.

1.2. A komplex szamok aritmetikaja

A képzetes egység

Jeloljon 4 olyan szamot (!?), amelyre i2 = —1.

1.1. (M) Tekintsiik az a+bi, a,b € R alaki szdmok halmazét! frjuk fel ilyen alakban az alabbi
szamokat !

a)i-(2+41) b) (1+1)-(2+1) c) (1+1i)? d)

e) i f) 3= g) (1+i)° h) (1—i)*.
1.2. (M) Végezziik el az aldbbi alapmiiveleteket:

a) (a+bi) - (c+di) b) %3; c) (a+ bi)? d) (a+ bi)?

e) (a+bi)h

1.3. (M) Mutassuk meg, hogy ha ay, by, as, by valés szdmok és a; +b1i = as+ bei, akkor a; = as
és b1 = b2.

1.4. (M) Keressiik meg az sszes olyan z = a + bi (a,b € R) alaki szamot, amelyre
a) 22 =i b) 2% = S + i ¢) 2% =

Abszolutérték és argumentum

A z = a + bi komplex szdm (a,b € R) abszolitértéke az va® + b? valds szam, azaz a 0-t6l
valé tavolsdga. A komplex szam argumentuma az az irdnyitott szdg, amellyel a pozitiv valés
félegyenest el kell forgatni, hogy a 0 végpontti a komplex szamot tartalmazé félegyenest kapjuk.
A fenti z komplex szam argumentuma az a ¢ szog, amelyre

a . b
—_—, Sin @ = ————=—,
Va2 +b? ¢ Va2 +b?

b
cos ¢ = tan ¢ = —.
a



1.2. A komplex szamok aritmetikdja 1 fejezet. Komplex szamok

1.5. Adottak a kovetkezd komplex szamok!

—i 1+ V2 +V6i 1+/3i —1 - 3.

a) Hatédrozzuk meg a szamok abszolit értékét és argumentumét!

b) Szamitsuk ki az a) feladatrészben adott szimok négyzetét és azok abszolat értékét valamint
argumentumat !

c) Szamitsuk ki az a) feladatrészben adott szamok reciprokat, azok abszolit értékét valamint
argumentumat !

d) Alébb megadtuk egy-egy komplex szém abszolitértékét (r;) és argumentumét (¢y). Irjuk
fel a szamot !

r1 =3, ¢1 = 225° ro =1, g = 22,5° r3 =2, ¢3 = —60°.

1.6. frjuk fel az r1 abszolutértékill, ¢, argumentumd, és az ro abszolutértékl, ¢; argumentumi
komplex szamot! Szamitsuk ki a két szam szorzatat, annak abszolutértékét és argumentumét!
Fogalmazzunk meg matematikai dsszefiiggést!

1.7. Hatarozzuk meg az alabbi komplex szamokat kétféleképpen, algebrai atalakitassal és ge-
ometriai elven, a kifejezésben szereplé komplex szamok argumentuménak és abszolat értékének
figyelembevételével !

-3 1 144 14/3i 20
(14 V3i) 1+V/3i =i ( =i ) ’

1.8. a) Végezziik el az aldbbi hatvinyozast!
(cosa + isin a)®

b) Irjuk fel cos 5z-et cos x és sin x polinomjaként!
c) Mutassuk meg, hogy barmely n természetes szam esetén cos(nx) felirhaté cos z egészegyiit-
thatés polinomjaként!

1.9. Irjuk fel az alabbi komplex szdmokat a + bi alakban (a,b € R).

(2 + 3i)(4 — 2i) 24 /—81i 4 %
1.10. [1] Két komplex szam Osszege és szorzata is valés. Mit mondhatunk a két komplex
szamrol ?

1.11. A z = a + bi komplex szam konjugaltja (a,b € R) a Z = a — bi komplex szdm. Dontsiik
el, hogy az aldbbi relacidk koziil melyek teljesiilnek minden z1, zo komplex szdm esetén!

a)zzlzzl b)Zl+ZQZZ_1+Z_2 c)zl-22:z_1-z_2 d) (%):é

1.12. Adjuk meg a Z = 22 egyenlet 6sszes megoldasét!
1.13. Hatarozzuk meg a komplex szamsikon az z = % egyenlet megolddshalmazat!

1.14. Abrézoljuk a komplex szdmsikon azon z szamok halmazat, amelyekre
a)z+z=3 b) z —zZ=5: c)z—L1eR

1.15. [1] Keressiik meg a komplex szamsikon az aldbbi relaciék megoldashalmazat!
a)l<|zl<2 b) 1< =3 c) 1=|z[+|z+1]

1.16. [1] Adjuk meg a Z = 2" egyenlet Gsszes megoldasat (n € N)!



1 fejezet. Komplex szamok 1.3. A harmadfoki egyenlet geometridja

1.17. Adott a komplex szdmsikon egy korcikk-tartomény, melynek kézéppontja a 0, sugara 2,
ivének végpontjai 2i és —v/2+1/2i. Hatdrozzuk meg e tartoméany képét és 6sét a komplex szamsik
a) z — 1 b) z — 22

leképezéseinél.

1.3. A harmadfoku egyenlet geometriaja

1.1. Legyen w = —% + 2§ Végezziik el a beszorzast és egyszeriisitsiik az alabbi kifejezéseket!
a) (a+bw + cw?) - (a + bw? + cw);
b) (a+b) - (a+bw) - (a+ bw?);
c) (aw? + bw) - (bw? + aw).

1.2. Legyen w = —% + z@ Szémitsuk ki az w™ + w?” hatvinyosszeget !

1.3. Hatarozzuk meg az Osszes olyan z komplex szamot, amelynek koébe

a) 1 b) (-1) c) i d) ().

1.4. Adjuk meg az
a) 7%+ 622 + 122+ 8(1 — i) =0 b) 23 - 322 +3x+i—-1=0
harmadfoki egyenlet Gsszes megoldasat!

1.5. Tudjuk, hogy a z szam egyik kébgyoke 1 4+ ¢. Hatarozzuk meg a tébbi kobgyokét!

1.6. A z komplex szdm kobgyokei: z1, zo és z3. Hatdrozzuk meg a

Z1 29 k3 22 23 %1
22’ 23’ 21’ 21’ 22’ z3
tortek Osszes lehetséges értékét!

1.7. [7] Oldjuk meg az alabbi harmadfoku egyenleteket (ne vélasszuk le a megtaldlt egész vagy
raciondlis gyokoket, hanem alkalmazzuk a Cardano képletet, illetve az ahhoz vezet6 eljarast)!

a) 2 —6x+9=0 b) 23 — 6z +4 =10 c) >+ 122 +63 =0
d) 23 + 62 +2=0 e) r3 +92% + 182 + 28 = 0 f) 234+ 182 +15=0
g) 22+ 622 +302+25=0 h) 23 — 322 — 3z + 11 = 0.

1.8. Jeldlje az x3 + px + g = 0 egyenlet gyokeit z1, o és 3. Irjunk fel olyan harmadfokd
egyenletet, amelynek gyokei

a) z7, 23,23, b) z3, 23, 23, c) z9, 23, 3.
1.9. Legyenek az f(z) = 23
Igazoljuk, hogy 23 — 3 = x3 — 71.

— 3z — 1 polinom gyokei nagysag szerinti sorrendben 1 < xo < x3.

1.10. [4] Marden tétele

Mutassuk meg, hogy ha az f(r) = ax® + bx? + cx + d polinom gydkei az A, B, C' komplex
szamok és az f'(x) polinom gyokei az Fy, F» komplex szamok, akkor Fy és F, az ABC haromszog
Steiner-ellipszisének fékuszpontjai. A Steiner ellipszis az a masodrendii gérbe, amely dtmegy az
ABC héaromszog felez6pontjain és ott érinti az oldalegyeneseket.



1.4. Egységqyokok 1 fejezet. Komplex szamok

1.4. Egységgyokok
1.1. Hatarozzuk meg a hatodik egységgyokok

a) Osszegét, b) négyzetosszegét !
Oldjuk meg a feladatot a hetedik egységgyokokkel kapcsolatban is!

1.2. Adjuk meg az aldbbi Osszeg pontos értékét!
c0s40° 4 cos 80° + cos 120° + cos 160° + cos 200° + cos 240° + cos 320° + cos 360°.

1.3. Ismeretes, hogy 0 < n esetén

(o)« (3)+ () =2

Ennek egy lehetséges bizonyitasat kapjuk, ha az aldbbi két sort osszeadjuk.

n n n n n
m — (] 1" = 17 1n—111 1n—212 1n—313 1n—414 L
(1+1) (0) +<2> +(2) T
n n n n n
n_ (1 —-1)" = 1" — 1n—111 1n—212 _ 1n—313 1n—414 o

Hatarozzuk meg
n N ny N
0 3 6 o

1.4. Mutassuk meg, hogy (1 +i)2097 4- (1 —4)207 egész szam és hatarozzuk meg az utolsé (1-es
helyiértékii) jegyét!

(n-t6l fliiggd) értékét!

1.5. Hatarozzuk meg az alabbi 0sszeg értékét!

2007 2007 2007 2007 2007 2007
— + - + —...x .
0 2 4 6 8 2006
1.6. Irjuk fel az alabbi polinomok gydktényezés alakjat C[z]-ben, illetve R[z]-ben!

a) 2 — 1,2 — 1, 26 — 1.
b)* 2% —1,27 -1, 2% - 1.

1.7. Irjuk fel az
3 —1 zt -1 20 —1 20 —1 z'?2 —1
polinomot Q[z]-ben irreducibilis tényez6k szorzataként!
Hatarozzuk meg mindegyik egységgyokrdl, hogy melyik irreducibilis tényezé gyoke!

1.8. [1] Mutassuk meg, hogy a 2" — 2 polinom irreducibilis Q[z]-ben!
1.9. [7] Jeloljon e n-edik egységgyokot! Hatdrozzuk meg az aldbbi kifejezés értékét!
1426+ 3> 4 ... +ne" L.

1.10. [7] a) Mutassuk meg, hogy ha a z komplex szdmra z + % = 2cos @, akkor z™ + sz =
= 2cosmb.
b) Keressiink hasonlé Gsszefliggést ‘z + %‘ < 2 esetén!



1 fejezet. Komplex szamok 1.5. Magasabbfoki polinomok geometridja

1.5. Magasabbfoki polinomok geometriaja
1.1. [6] Tegyiik fel, hogy
Po>pL>p2> ... > py > 0.

Mutassuk meg, hogy ekkor a
Po+p1z+p2z 4. 4"

polinomnak nincs zérushelye az |z| < 1 egységkorlapon!
1.2. [6] Tegyiik fel, hogy a
Po+p1z+paz® 4+ paz”

polinom egytitthatéi, pg, p1, po, - - ., pn pozitivak. Mutassuk meg, hogy ekkor ennek a polinomnak
minden zérushelye az a < |z| < f korgytiriiben van, ahol « a legkisebb, 5 pedig a legnagyobb a
pmooon Pn

b 9

bo b1 ’ D2 o Pn—-1

szamok kozott.



2. FEJEZET
Lianearis algebra

2.1. (MS) Szamitsuk ki az alabbi determindnsokat :
1 3 5 1 2 3 1 1 1 0 1 1
a)|2 4 6 b)|2 4 6 ol1 2 1 A1 1 0
3 5 7 3 6 9 11 3 1 01
2.2. (MS) Igazoljuk a determindns kiszamitdsa nélkiil, hogy az aldbbi két determindns nem 0.
3 2 14 4 5 14
a) [20 13 —10 b) |19 12 —12
22 24 3 24 22 3




2 fejezet. Lianearis algebra
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3. FEJEZET
Vegyes feladatok

3.1. (MS) Jeldlje Py a negyedfoki 1 féegyiitthatés polinomok halmazat és tekintsiik a

¢: P — R

1 1 -1 -1
-+ () ol -+ (D) () o
¢(p) ‘p()p(ﬂﬂ r( 7 p(0) p()p\/§ r( 5 p(=1)
leképezést (p € Py). Hatérozzuk meg a ¢ leképezés minimumat. Mely p polinomon veszi fel ¢ a
minimalis értéket?

11



3 fejezet. Vegyes feladatok
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Segitség, itmutatas

1. Komplex szamok

1.3. Végezziik el az y = x — 1 helyettesitést!

2. Lianearis algebra

2.1. Fejtsiik ki a determinansokat valamelyik sora vagy oszlopa szerint, vagy pedig (akar elétte
vagy helyette) alakitsuk at a determinénst.

2.2. Vizsgiljuk a determinansokat paritas szerint!

3. Vegyes feladatok

3.1. Becsiiljitk meg ¢(p)-t, hasznaljuk a |a| + |b| > |a + b| egyenlbtlenséget !

12



Segitség, atmutatas 3. Vegyes feladatok
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Megoldasok

1. Komplex szamok

12,51 = {4+ @+ O + {4 - @+ &

1.3. Az y = x—1 helyettesitést elvégezve kapjuk a z3 — 62 —9 = 0 egyenletet. Ennek megoldasa
az r = 3, innen y = 2.
Az eredeti egyenlet ezek szerint y® 4+ 3y? — 3y — 14 = (y — 2) (y* + 5y + 7)

2
1.4. a) z = 1 megoldds, tehat 2> +3z —4=(z —1) (22 + 2 +4) == (z — 1) [(w + %) + %}

b) z = 2 megoldés, tehat 2® — 12z + 16 = (z — 2) (2? + 22 — 8)
c) = = 2 megoldés, tehdt 23 — 19z + 30 = (z — 2) (2* + 2z — 16)

1.5. cos3a =4 - cos3a — 3 - cosa

1.1. a)i-(2+4+1d)=2i+i®=—-1+2i b) (1+i)-(2+1i)=2+3i+i2=1+3i
c) (14i)2=1+2i+i*=0+2i =2 d) ZH o= 20 2 2l

©) Iy =T Ta =5 =2 isi=to ts-"5 —5 5

g) (1+d)3=14+3i+3>+i=-2+2i h) (1 —4)* =1—4i +6i% — 4i3 + i'=-4

1.2. a) (a+bi) - (c
) a+bi __ (a+bi)(c—di + i
ct+di T c+dz)( —di c2+d? T 2+d? c2+d?

c) (a+bi)? = (a® — b?) + 2abi
d) (a+bi)® =a®+ 3a2bz + 3a(bi)? + (bi)® = (a3 — 3ab?) + (3a%b — b3)i

e) (a+bi)t = [(a® = b?) + 2abi]2 = (a® — b?)% + 4ab(a® — b?)i + (2abi)? = (a* — 6a%b% + b*) +
+ (4a®b — 4ab?®)i

(ac+bd)+(bc—ad)i _ qc+bd bc—ad ;

+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
)
)

1.3. Mutassuk meg, hogy ha a1, by, as, bo valds szamok és aj + b1i = ag + boi, akkor a; = a9 és
by = bs.
a1 + b1i = as + bai

a1 — ag = (bg — bl)l
A bal oldalon egy valés szam all, tehat a jpbb oldalon is, innen csak by — by = 0 ad6dik. Ekkor

a jobb oldalra a; — as = 0,

1.4. a) 22 =i

(a+bi)? =i
(a® = b?) + 2abi = 0 +i
-’ =0; ab=1

2
a:b::tg

15



Megoldasok 2. Lianedris algebra

V2 V2 V2 V2
zZ1 = 9 (3 ;R = 9 12
b)z2:_71+§z
o=l V3,
(a + bi) 5 + 5
—1
(a2—62)+2a62:—+§2‘
2 2
a? — b = 17 2ab:§
2
1 V3
::l:—‘ f:l:_
a 2,b 5
1_|_\/_§ f_l_@
AT Ty 2Ty T
c) 2% =
(a+0bi)® =1

(a® — 3ab?) + (3a*b — b%)i = 1 4 0i
a®—3ab?=1; 3a®b—0>=0

YRS SV AR SR
21 = 1] 29 = B 7 95 23 = 5 7 B
2. Lianearis algebra
2.1. A kapott értékek:
1 3 5 1 2 3 1 1 1 1 1
a) |2 4 6/=0 b) |2 4 6|=0 )l 2 1/=2 d) 1 0l=-2
3 5 7 3 6 9 1 1 3 1 0 1

2.2. Vizsgiljuk a determindnsokat paritds szerint, azaz nézziik az Gsszes kivalaszthaté - kiilon-
b6z6 sorokban és oszlopokban levo - szdmharmasok szorzatanak osszegét. Minden ilyen szorzat
paros egy kivételével, igy a determinans értéke csak paratlan lehet, azaz 0 nem lehet.
A determinédnsok értékei (kiszamitds utén):

a) 2993 b) 1295

3. Vegyes feladatok

1. Legyen p (z) = 2* + ax® + bz? + cx + d. Ekkor
l+a+b+c+d

1
_+Cﬁ+d

[N
Sl
[| ~— I
Il
—
+
S
no
e
+
S
D=

1
- ds+d

N[
|
o

1) _ 1

() =1-a 55 +b:
p(-l)=1—-a+b—c+d
Most megbecsiilve ¢ (p) értékét

o(p) = ‘P(l) -P <%)‘ + ‘p <%) —p(O)‘ + ‘p(O) —p (\;—;)‘ + ‘p <_7;> —p(—l)‘ =

16



3. Vegyes feladatok Megoldasok

)= (5) |10 =2 (35)| +[p0r =0 ()| +[o- -2 ()] 2
~1

() +2000) +p(-1) =2 () =2 (5 )| = 1l =1

o(p) > 1

azaz

Ezt fel is veszi a 3 1
_4_ 9 2 _ (.2 _ 2 _ 1 /
p(x) ==z 5% +d= (m 1) (m 2) +d

fliggvények esetében, ahol d tetszéleges szam.
Tovabbi jo fliggvények

1 1
p(x)—x4—§x2—|—d_x2(x2—§)+d vagy p(x):x4—x2—|—d:x2(x2—1)+d

17



Megoldasok 3. Vegyes feladatok

1R



Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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Alkalmazott roviditések
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